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Quadrature Gaussian

Quadrature Gaussian memanfaatkan polinomial yang memiliki sifat orthogonal 
dan ternormalisasi sebagai berikut:
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Dengan quadrature Gaussian, dievaluasi integral berbentuk:
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Anggap integrand f(x) merupakan polinomial orde 2N-1 (atau katakan saja f(x) 
diinterpolasi dengan polinomial p(x) orde 2N-1):
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s(x) bisa ditulis sebagai (x)q(x)Os(x) N= dengan q(x) polinomial orde N-1:

∑∑ ==
1-N

ii

1-N
i

i (x)Ocxdq(x)

∑∑
==

==
1-2N

Ni

i
i

1-N

0i

i
i xas(x),xar(x)dengan

Mencari    :ix
93

∑∑
==

==
0i

ii
0i

i (x)Ocxdq(x)

Maka: 0δc(x)dx(x)Ov(x)Ocv(x)s(x)dx
1-N

0i
iNi

1-N

0i

b

a

Nii

b

a

=== ∑∑ ∫∫
==

Secara numerik: 0)(x)Oq(xw)s(xwv(x)s(x)dx
N

1i
iNii

N

1i
ii

b

a

=== ∑∑∫
==

Mengingat q(x) fungsi sembarang, persamaan terakhir dipenuhi hanya jika
. N)...,1,(i0)(xO iN ==

=ix (x)ONakar polinomial N)...,1,(i =



Integrasi numerik yang sama tentu berlaku juga untuk integrand polinomial orde 
lebih rendah, contohnya r(x), yang berorde N-1:

Mencari    :iw

Untuk integrand f(x) dan s(x), yang merupakan polinomial orde 2N-1 berlaku 
integrasi numerik:
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Dari penurunan rumus quadrature trapezoid, Simpson dll sebelum ini diketahui 
bahwa untuk mencari     bisa digunakan r(x) sembarang polinomial orde N-1 
(koefisien    tidak diperlukan). Karena itu, dipilih r(x) yang memudahkan:ia
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Pada integrasi numerik seperti quadrature trapezoid dan Simpson, diperlukan 
2N buah titik      untuk integrand                   polinomial orde 2N-1:ix p(x)f(x) ≅

Pada integrasi numerik Gaussian, diperlukan N buah titik evaluasi    untuk 
integrand                  polinomial orde 2N-1.
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Boole

dst

: 2N = 5

Secara umum, dengan begitu, quadrature Gaussian memerlukan titik evaluasi 
lebih sedikit (separuh) dari yang diperlukan integrasi numerik yang mengikuti 
cara seperti quadrature trapezoid dan Simpson. 

Bergantung pada keperluan, integrasi komposit juga bisa diterapkan 
menggunakan quadrature Gaussian atau campuran quadrature Gaussian dan 
yang lain.



Quadrature Gauss-Legendre

Quadrature Gauss-Legendre menggunakan polinomial Legendre     :
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Asalnya, quadrature Gauss-Legendre dipakai untuk integral berbatas [-1,1]:
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Namun dengan mengganti variabel integrasi, quadrature Gauss-Legendre dapat 
juga dipakai untuk mengevaluasi integral dengan batas bukan [-1,1].
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Contoh     dan     quadrature Gauss-Legendre untuk beberapa N terkecil:
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Distribusi      pada quadrature Gauss-Legendre tidak merata seperti      
distribusi pada quadrature trapezoid dan Simpson. Makin dekat ke batas-batas 
integral distribusi makin rapat. Distribusi itu simetris terhadap garis x = 0.
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Ilustrasi untuk N = 11:
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Distribusi ini lebih cocok untuk 
integrand f(x) yang bentuk kurvanya 
lebih tajam di sekitar batas 
integral, sementara kurang tajam di 
bagian tengah.

Untuk f(x) yang berkurva tajam di 
bagian tengah dan kurang tajam di 
sekitar batas integral diperlukan 
beberapa penanganan (mis. membagi 
daerah integrasi, redistribusi x dll).



Quadrature Gauss-Laguerre

Quadrature Gauss-Laguerre menggunakan polinomial Laguerre     :
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Contoh     dan     quadrature Gauss-Laguerre untuk beberapa N:
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Mengganti Variabel Integrasi

Pada topik quadrature Gauss-Legendre terdapat contoh penggantian variabel 
integrasi. Penggantian variabel integrasi bisa juga diperlukan pada kasus lain. 
Tujuannya, agar evaluasi integral menjadi lebih mudah dan hasilnya baik. 
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Meringkas Daerah Integrasi

Beberapa fungsi bersifat genap, ini memungkinkan daerah integrasi diringkas 
menjadi separuhnya (mengurangi jumlah titik evaluasi 2N menjadi N).
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Beberapa fungsi memiliki simetri, contoh fungsi trigonometri:

Dengan memanfaatkan relasi simetri di atas batas integrasi sebuah integral 
tertutup (loop) seperti contoh di bawah dapat diringkas menjadi seperempatnya, 
sehingga jumlah titik evaluasi berkurang banyak:
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Menangani Singularitas

Kadang ditemui integrand f(x) yang memiliki singularitas dalam daerah 
integrasi. Salah satu cara menangani singularitas yaitu subtraksi, yang dimulai 
dengan menambahkan integral bernilai nol pada integral yang dihitung.
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Quadrature Filon

Bisa saja ditemui integrand f(x) yang sangat berosilasi; dalam jarak yang 
pendek f(x) berubah-ubah naik turun. Dengan macam-macam quadrature yang 
sudah disampaikan, integrasi menjadi sulit karena dibutuhkan banyak sekali 
titik evaluasi. Integral seperti ini dapat dihitung dengan menggunakan rumus 
quadrature Filon (M. Abramowitz & I. A. Stegun, Handbook of Mathematical 
Function, Dover Publications, Inc., NY, 1972).
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Integrasi Monte Carlo

Mungkin saja cara-cara integrasi numerik yang sudah disampaikan sulit atau 
tidak bisa diterapkan untuk mengevaluasi suatu integral. Pada keadaan ini, 
integrasi Monte Carlo dapat dipilih. 

Integrasi Monte Carlo tidak menggunakan interpolasi seperti pada cara-cara 
integrasi numerik sebelum ini. Integral dianggap sebagai satu persegi panjang, 
dengan lebar daerah integrasi dan tinggi nilai rata-rata integrand f(x), yang 
diperoleh melalui statistik dengan memanfaatkan bilangan acak: 
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