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C. Born approximation
(Lihat juga file Davydov377-378.pdf.)

e Ambillah persamaan Lippmann-Schwinger:

U eipo [r—r'|/h
U (1) = iy (1) = 55 / W Npt (1)
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Jika ekspansi itu dimasukkan ke amplitudo hamburan:
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yang disebut sebagai deret Born (Born series). Jika kita hanya ambil N suku pertama

deret Born, berarti kita lakukan N th Bor approximation.



e [irst Born approximation adalah kita ambil hanya suku pertama deret Born:

A(p',po) = — (27)°uhi / dr' b, (¢ )V (1) ppo (v') = —(2m)* uhi (0 | V |0po) » (5)

sehingga penampang lintang differensial menjadi:

do

7 = A @)F = (47°1h)” (| V | 0po) (6)

e Pada kondisi apa first Born approximation mencukupi? Apabila di » = 0 besar suku ke-2

ekspansi 1/)1(;5) (r) di Eq. (2) sangat kurang dari besar suku pertama, berlaku first Born

approximation.
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Persamaan (60) merupakan syarat umum untuk first Born approzimation.
Kita tinjau dua keadaan khusus berikut dan turunkan syarat untuk first Born approxi-

mation:

— po besar (energi proses hamburan tinggi):

o h
/ dr' V(r') <« Polt , (suku eksponensial sangat berosilasi, shg kontribusinya nol)
0 2

_ oo
- Vd < 22 , (V,d = potensial rata-rata, jangkauan) . (])
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— po kecil (energi proses hamburan rendah):

e 2ipor’ h
/ dr'V(r") (1 + 2];07“ — 1) ‘ < , (ekspan eksponensial sampai suku ke-2)
0 H

2
—>Vd2<<%, : (9)



D. Partial wave expansion
(Perhatikan video di https://youtu.be/PtA5cvg3CrU, yang menggambarkan hamburan dalam

kerangka acuan laboratorium.)

e Partikel-partikel dalam berkas proyektil mendekati target dengan momentum linier /
energi kinetik sama (dengan demikian, hamburan terjadi pada energi yang sama), namun

momentum angular yang bervariasi.

Dalam perhitungan teoretis, kita nyatakan fungsi gelombang ¢, (r) dan wﬁ,ﬁ)(r) sebagai
kombinasi linier / superposisi fungsi-fungsi gelombang eigen semua nilai momentum an-
gular yang mungkin (0 — o0), yang disebut sebagai gelombang sebagian / parsial (partial
wave). Dengan kata lain, kita ekspansikan g, (r) dan wg)(r) dalam fungsi gelombang

eigen momentum angular (partial wave expansion).

e Dikarenakan interaksi berjangkauan terbatas (finite range), tidak semua proyektil men-
galami hamburan / berinteraksi dengan target. Hanya proyektil dengan momentum an-
gular dari nilai terendah (0) sampai nilai tertentu (l,,.,) yang mengalami hamburan;
proyektil dengan nilai momentum angular lebih dari /,,,4, tidak mengalami / tidak ambil

bagian dalam proses hamburan.

Dalam perhitungan teoretis, tidak semua gelombang parsial dimasukkan dalam perhitun-

gan.

e Dalam proses hamburan momentum angular orbital [ bersifat tetap, dikatakan, [ meru-

pakan good quantum number.

Secara teoretis hamburan dievaluasi per nilai momentum angular (per keadaan momen-
tum angular). Perhitungan dimulai dengan mengambil nilai momentum angular terkecil,
dilanjutkan dengan mengambil nilai momentum angular di atasnya dan hasilnya diga-
bungkan, dilanjutkan dengan mengambil nilai momentum angular berikutnya dan hasil-
nya digabungkan, demikian iterasi ini terus dilakukan hingga dicapai hasil yang konver-
gen, yaitu hasil perhitungan tidak lagi berubah secara signifikan, meskipun memasukkan
keadaan momentum angular berikutnya. Cara perhitungan seperti ini disebut teknik

gelombang parsial (partial wave technique, partial wave approach).
e Setelah disampaikan ide teknik gelombang parsial di atas, kini kita lihat lebih detil for-
mulasinya.

Secara umum, ekspansi o(r) dan ¢y (r) (agar lebih sederhana label py disembunyikan)

dalam gelombang parsial ¢y, (r) dan wl(;)(r) adalah:
P(r) = ) A (t) = Y A Ri(r)Yim (0, ) (10)
Im im

! Apabila spin juga diperhitungkan, bukan momentum angular orbital yang tetap, melainkan momentum

angular total.



Z Alm%m Z AlmRz lm(9 Qb) ) (11)

dengan Ay, koefisien ekspansi?, Y}, (0, ¢) fungsi harmonik bola, R;(r) dan Rl(+)(r) fungsi

radial, yang masing-masing memenuhi persamaan radial (lihat Gasiorowicz Eqgs. (8-14)

dan (8-15)):
> 2d I(l+1) 21
(o 2= Bam ) Ry =0 .
2 2d I(l+1) 2u 24
(s oy = ) B0 = v, )

Diperoleh (lihat Gasiorowicz Sect. 8-4 dan juga hlm. W-41 - W-42):3

Ri(r) = ji(kr) . (kz Ve = f;) (16)

o(r) = m > (20 + 1)i'jy(kr)P(cos 0) , (dipilih 2 = po) . (17)

=0

Dengan cara yang sama seperti di Gasiorowicz hlm. W-41 - W-42, diperoleh:*

() = m > (@20 + 1)i' R (r)Pi(cos 0) . (19)

e Hamburan diamati di titik yang jauh dari pusat hamburan. Karena itu, kita evaluasi
Ry(r) dan Rz(+) (r) untuk r besar, lebih tepatnya untuk kr > .

1 1
Ru(r) = ji(kr) = - sin <k:r - §l7r) (k> 1)

r

2Perhatikan bahwa koefisien ekspansi untuk ¢;,, (r) dan 1/1(+)( ) sama, karena hamburan berdiri sendiri untuk
tiap nilai momentum angular, tidak saling bergantung, mengingat hukum kekekalan momentum angular (pada
kasus ini spin tidak diperhitungkan): ¢, (r) menghasilkan wl(;) (r) dan bobot ¢y, (r) dalam ¢(r) sama dengan
bobot 7/’1(7:) (r) dalam () (r).

3Persamaan (17) menunjukkan ekspansi fungsi gelombang bebas ¢(r) dengan momentum linier py dalam
gelombang parsial untuk pilihan z = pg. Secara umum, untuk sembarang arah z, ekspansi tersebut ditunjukkan
oleh Eq. (10) dan diperoleh:

1
o(r) = CIEE ePor/h = WZZ J1(kr) Y (Opg s Dpo ) Yim (0, 0) - (14)

Apabila dipilih z = pg, berarti 8,, = 0 dan (lihat Gasiorowicz Eqs. (7-45) dan (7B-27)):

211 211
Y (0, o) —5m0\/ﬁ Y l+ Pi(cos0) | (15)

sehingga diperoleh Eq. (17).
4Untuk mudahnya, perhatikan saja 1»(*)(r) untuk r sangat besar:
1 eikr

M (r) = o(r) + APU(G)WT (18)

Disimpulkan bahwa (*)(r) tidak bergantung pada sudut azimuth ¢, sehingga cara yang ditunjukkan di
Gasiorowicz hlm. W-41 - W-42 untuk ¢(r) dapat digunakan juga untuk () (r).
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- i (e ihr=im/2) _ gilkr=in/2)y (20)
,

Persamaan (20) menunjukkan bahwa di tempat yang jauh dari pusat hamburan keadaan
bebas (free state) merupakan superposisi gelombang bebas yang datang menuju pusat
hamburan (suku pertama) dan gelombang bebas yang pergi menjauhi pusat hamburan
(suku kedua) dengan keduanya memiliki amplitudo yang sama besar (berarti, peluangnya

sama besar).

Untuk mencari Rl(+)(r), mula-mula kita masukkan Eq. (17) ke Eq. (18) dan bandingkan
dengan Eq. (19):

Z(Ql + 1)itg,(kr) Py(cos ) 4+ A, (0 Z (2041 R(+ (r)Py(cos®).  (21)
1=0 1=0
Jika, supaya mudah, kita nyatakan:
Apo(0) = (20 + 1)i' By(k) Py(cos §), (22)

1=0
dengan Bj(k) suatu nilai yang bergantung pada [ dan k (atau pg, karena py = hk),
diperoleh:

o0 ikr oo

> @21+ 1) (jl(k:r) + Bl(k:)er ) P(cosf) = > (21 + 1)i' R{" (r) Pi(cos 0)

=0 =0

ikr
. e
— RO(r) = ji(kr) + By(k) -

(23)

Untuk kr > [, didapatkan:

zkr

Rl(+)(7,) ~ 2% (e—i(kr—hr/Q) _ ei(kr—lw/Q)) i Bl(k) -

(24)

Jika, lagi-lagi supaya mudah, kita nyatakan (kedua suku Rl(+)(r) di Eq. (24) harus berdi-

mensi sama):

Bi(k) = —C —zl7r/2 25
() = o (25)
diperoleh:
Y : ikr
RO (r) ~ v i(kr—im)2) i(kr—In/2) LC —ilr/j2€ "
(r) 2]{;7“ (e ¢ ) + 2k e r
~ 2% (e—i(kr—lw/2) (- Ol)ei(kr—lw/Q)) . (26)

Terakhir, supaya lebih sederhana, dinyatakan:
C=1-25, (27)
sehngga diperoleh:
Rl(+)(,,,) ~ (efi(krflw/Q) . Slei(krflw/Z)) _ (28)
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Persamaan (28) menunjukkan bahwa di tempat yang jauh dari pusat hamburan, keadaan
hamburan (scattering state) merupakan superposisi gelombang bebas yang datang menuju
pusat hamburan (suku pertama) dan gelombang bebas yang pergi menjauhi pusat hambu-
ran (suku kedua) dengan amplitudo berbeda, yang bergantung pada momentum angular,

yaitu 5.

Sesuai hukum kekekalan fluks, Eq. (20) jelas menunjukkan bahwa di r = 0 fluks datang
sama dengan fluks pergi, tidak ada partikel yang hilang. Untuk gelombang hamburan
di Eq. (28) hal yang sama juga harus berlaku. Ini berarti besar (magnitude) amplitudo
gelombang bebas pergi sama dengan besar amplitudo gelombang bebas datang, yaitu 1,

agar fluks datang sama dengan fluks pergi. Jadi

Sz =1 (29)
dan S; hanya merupakan faktor fase. Didefinisikan:

Sy = e (30)

dengan §; adalah pergeseran fase (phase shift) gelombang hamburan terhadap gelombang

bebas, sebagaimana ditunjukkan oleh probability density berikut ini:

Rl(+)(7,) ~ L (e—i(kr—lw/2) . ezidlei(kr—lwm))

 2kr
~ 2%7”61'5, (e—iéle—i(kr—lﬂﬂ) _ eiézei(kr—hrﬂ))
~ 2%70 o0 ( o i(kr—lm/2+61) _ 6i(/€1”—lﬂ'/2+5l)>
1 . 1
~ Eez‘sl sin (kr — §l7r + (5;)
— R (r)]? ~ ! sin? ( kr — llﬂ + 0 (31)
: (kr)? 2
1 1
~ — kr — =l
Rl<r) /{37” < r 2 ﬂ-)
— R = s sin? (e — 21 (32)
r)|* ~ in® | kr —=lm ) .
= Ty 2

Membandingkan Egs. (31) dan (32), kita lihat bahwa yang membedakan keadaan ham-
buran (proyektil dan target berinteraksi) dari keadaan bebas (proyektil dan target tidak
berinteraksi) hanyalah ¢;. Dengan kata lain, §; menyimpan semua informasi tentang
hamburan. Dari §; orang dapat menghitung besaran-besaran hamburan (untuk hambu-
ran tanpa spin besaran hamburan hanya penampang lintang) dan juga meneliti interaksi

antar proyektil dan target (membuat model interaksi antar proyektil dan target).
Dari Eqgs. (22), (25), (27), (30), dan juga e~/% = (ei”/Q)fl = i~!, amplitudo hamburan
diperoleh sebagai:

A, 0) = Lk‘ Z 204+ 1)(1 — S;)P(cosf) = %Z 21 + 1)e™ sin §,P(cos 0) . (33)
=0 =0

6



Penampang lintang differensial didapatkan sebagai:®

oo

1 ,
;l—; =13 Z (21" + 1)(21 + 1) Py(cos ) P,(cos 0) sin 8y sin §,e'% )

=0

= % Z (20" + 1)(20 + 1) Py (cos 0) Py(cos ) sin dy sin &; cos(6; — ) (35)
I1=0

dan penampang lintang total sebagai:

2T T
o= k_g Z (21" +1)(21 + 1) sin §y sin &; cos(6; — ) /0 df sin @ Py (cos ) P(cosh)
=0
M — , . . !
=12 Z (20" 4+ 1)(21 + 1) sin dy sin 6; cos(d; — op) 1 d(cos @) Py(cosB)P(cosb)
I1=0 -
2T S (o [+ 1) sin & sin &, cos(6 — & b
=13 (20" 4+ 1)(21 + 1) sin y sin 6; cos(d; — l,)Ql 7
=0
4 &
== Z(2l + 1) sin? 4 . (36)
1=0
e Ambillah komponen imajiner amplitudo hamburan:
1 oo
Im A, =7 ZO (20 + 1) sin® §; P,(cos ) . (37)
Untuk 6 = 0 (forward scattering):
Im A, 1i2l—|— )sin? 0, Py (1 1i2l+18 25 (38)
m - in — in
[P 1Pi( P -
Bandingkan Eq. (38) dengan Eq. (36), kita dapatkan:
4dm
= —~Im 4,,(0). (39)

Relasi antara ¢ dan komponen imajiner amplitudo hamburan untuk 6 = 0 yang ditun-
jukkan oleh Eq. (39) disebut optical theorem.

SKomponen sin(d; — &) nol, seperti ditunjukkan berikut ini:

Z Dl/Dl sin(él - 51/) = Z Dl/Dl sin(5l - 51/) + Z Dl/Dl sin(él - 51/)

1,1=0 r<li >l
= Z D, Dy sin(él — 51/) + Z DDy SiH((Sy — (Sl)
<l 1>l
= > DyDysin(d, — 6y) — > Dy Dysin(d, — o)
U<l <l
=0. (34)



e Dalam perhitungan gelombang parsial kita nyatakan amplitudo hamburan sebagai berikut:

l’"La[L'

APO (0) ~ Z AP0,1(8> ) (40)

dengan [,,,, baru diketahui kemudian setelah dicapai konvergensi dan

1 ,
A i(0) = E(Ql + 1)e™ sin 6; P(cos 6) . (41)
Mula-mula, dihitung:
Apo(0) = Apy0(0) (42)
dan penampang lintang:
do  J.(0) r?
dg LD o) (43)

ds) Jine
o= /dQ (3—?2) = /dQ | A, (0)7 = 27?/ df sin 6| A, (0)] . (44)
0

Berikutnya, dihitung:
Apo(0) & Apg0(0) + Apy.1(0) (45)

dan penampang lintang sesuai Eqs. (43) & (44). Berikutnya, dihitung:
Apo(0) = Apo0(0) + Apy 1 (0) + Apy 3(0) (46)

dan penampang lintang sesuai Eqs. (43) & (44). Demikian seterusnya, sampai diperoleh

nilai penampang lintang yang konvergen.

e Nilai [,,,, ditentukan oleh jangkauan interaksi dan juga energi hamburan. Ambillah

persamaan radial untuk Rl(+) (r):

RE 24 I(+1)
5 (e + 1~ ) B0 VR 0 = BRO.a

Ingat kembali bahwa dua suku pertama di sisi kiri memberikan energi kinetik komponen
gerak radial, suku berikutnya berturut-turut adalah energi potensial penghalang (sen-
trifugal) dan energi potensial (interaksi). Semuanya dijumlahkan menjadi energi total di

ruas kanan.

Untuk suatu nilai [, pada titik balik (turning point) jarak antar proyektil dan target men-
capai nilai terkecil, sebut saja r;. Di titik balik tersebut kecepatan radial nol, demikian

pula energi kinetik komponen gerak radial, sehingga diperoleh relasi:

R I(1+1)

StV = E > VIED =\ E-Ve)n. )

Untuk r; < d, dengan d jangkauan interaksi, interaksi masih bekerja (V(r;) # 0). Be-
rarti, gelombang parsial untuk nilai [ tersebut ambil bagian dalam proses hamburan.

Sebaliknya, untuk 7, > d gelombang parsial untuk nilai [ tersebut tidak ambil bagian
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dalam proses hamburan, karena V' (r;) = 0. Nilai [ tertinggi, sebut saja 4., yang un-
tuk nilai tersebut gelombang parsial masih ambil bagian dalam proses hamburan, dapat

dihitung dengan mengambil r; sedikit lebih dari d, sehingga V' (r;) = 0. Diperoleh:

/2
V lma:v(lma:c + 1) ~ h_gEd = %d (49)

Nilai I,,,42, dengan kata lain jumlah gelombang parsial yang dibutuhkan, meningkat apa-

bila energi meningkat dan / atau jangkauan interaksi lebih panjang.

E. Hamburan partikel identik
(Perhatikan video di https://youtu.be/2LxRC3J-Hd4, yang menggambarkan hamburan partikel

identik dalam kerangka acuan pusat massa.)

e Apabila proyektil dan target partikel-partikel yang identik, kita tidak tahu, apakah yang
kita deteksi di keadaan akhir adalah proyektil terhambur atau target terpental. Dalam
kerangka acuan pusat massa seperti digambarkan dalam video tersebut, kita tidak tahu
apakah proses A atau proses B yang terjadi. Tidak dapat dipastikan apakah partikel-
partikel yang dideteksi semuanya sampai ke detektor melalui proses A saja atau proses
B saja. Kedua proses itu terjadi dan, karena itu, kedua-duanya proses A dan proses B

harus diperhitungkan.

e Dalam mekanika kuantum, tiap proses A dan B dinyatakan oleh fungsi gelombang. Mem-
perhitungkan keduanya berarti menjumlahkan fungsi gelombang untuk proses A dan
fungsi gelombang untuk proses B. Jadi, fungsi gelombang hamburan merupakan super-

posisi fungsi gelombang proses A dan fungsi gelombang proses B.

e Lihat lagi fungsi gelombang hamburan:

eipor/h

5D () = ppo(r) + A(D', Po) o

(2mh)3/2 7 (50)

Perhatikan suku kedua fungsi gelombang hamburan di Eq. (50), karena kita tertarik pada

gelombang terhambur (scattered wave):

1 eipor/h

PP (r) = A(p', po) Qrh) 7?1

(51)

Lagipula, baik untuk proses A maupun proses B, gelombang datang (incoming wave,

yaitu suku pertama fungsi gelombang hamburan di Eq. (50)), sama.

Scattered wave untuk proses B dapat diperoleh dari scattered wave untuk proses A dengan

mempertukarkan kedua partikel di keadaan akhir (dengan momentum linier p’) memakai



operator permutasi Pj5. Kita hanya perlu mengerjakan operator permutasi untuk ampli-

tudo hamburan A(p’, pg):°
Ap () = A (D, pg) = — (27)°

A(B) (plapo) = =

o |V [450) (54)

— 27'(' 2 g0p/| P12V ’wl()—g)>
= — (2n)°ph{p-p|V |¢1()§)>
= AY(—p', po)
— Ay (m—0), (55)

sehingga diperoleh scattered wave total:

1 eipar/h
YD) = M) + VL) = (A (0) + A (7 = 0) s — (56)
Dengan demikian, penampang lintang dihitung sebagai:
do
2 = 1A (0) + Ay (= 0). (57)
Amplitudo hamburan total di Egs. (56), dengan demikian, dihitung sebagai:
Agétal(@) = APO (‘9) + APO (7T - 9)
= — (2m)*uh {pp| V [U5)) — (2m)uh (| P2V [05))
= — (2m)°uh (pp| (1 + P)V [yph)) - (58)

e Perhatikan bahwa Eq. (58) berlaku untuk hamburan tanpa spin (interaksi tidak bergan-
tung pada spin) dan untuk sistem boson, karena keadaan sistem boson bersifat simetrik
terhadap pertukaran partikel. Sebaliknya, sistem fermion memiliki keadaan yang bersi-
fat antisimetrik terhadap pertukaran partikel. Dengan demikian, untuk sistem fermion

amplitudo hamburan total dihitung sebagai:

Altl(9) = —(2m)2ph (o | (1 — Pra)V [0 (59)
Supaya lebih jelas, untuk sistem boson dan sistem fermion, kita tambahkan keadaan spin
|A1) dan |Ag):

1
boson : |pp, A1 Ag) = E(l + Pra) [opo) A1) [A2) (60)

60perator permutasi P merupakan operator uniter: P1_21P12 = P12P1_21 = 1. Operasi Pi2 2 kali berturut-

turut membawa kembali ke keadaan semula: P2, = Pjo P12 = 1, sehingga operasi P» sama saja dengan operasi
szl. Seperti ditunjukkan berikut ini, P}, = Pf21:

(Pr2tp| Pratp) = ([1)) (52)
(Protp| Protp) = (| Pl Pralip) — Py Py =1 — Py = Pt (53)
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1
[Vn Ade) = 514 P} [U) M) 1) (61)
fermion : [opyAi 2} = %(1 — Pia) lpa) A1) [a) (62)
g Mde) = —=(1 = Pra) [t [M1) [Ao) (63)

\/5

Perhatikan, pada Eqgs. (60) dan (61) keadaan sistem boson sudah tersimetrisasi dan pada
Egs. (62) dan (63) keadaan sistem fermion sudah terantisimetrisasi, dengan kata lain
keadaan sistem merupakan keadaan eigen operator permutasi P, seperti dapat ditun-

jukkan contoh berikut:

1
boson : Pra [ppeAide) = —=Pra(1+ Pi2) [pg) [A1) [A2)

(Pr2 + 1) [¢po) [A1) [A2)

%IH
[\ (]

1
ﬁPuﬂ = Pi2) liopo) [M1) [2)
1

E(Pm — 1) [py) [ A1) [A2)

= — [ppoAi2) - (65)

fermion : Pps |@p,A1A2) =

Terapkan Eqgs. (60), (61), (62), dan (63) pada amplitudo hamburan:”
boson A;’?,Cf\lﬁ,\g,/\l,\gw) = — (2m)?uh (pp X)X V WL?AMz>

= — (2m)’uhig (N (o] (ppr| (14 Pro)V (1 + Pia) [50)) [M) [Aa)

= — (2m)*phg (X o] (el (1+ P)?V [ M) [Aa)
= — (2m)uh W] o] {pp | (1+ Pua)V [450)) A1) M)
= — (2m) uh (V| ] ppr |V [850) A1) [Aa)

— (2m) uh (N (%] (o] P2V [958) A1) [Ae)
= — (2m)uh M| o] o |V [450)) A1) M)

= @)l (] (N[ {o—pr | V [ 50) 1A) [Ae)

= Apy iy a0 (0) + Apg xpxg i, (T — 0) (67)
fermion : AR5y, 3\, (0) = — (2m)*ph (@ M|V [95D A As)

= - (QW)ZNFL% (N AS] (o | (1= Pro)V (1 = Pro) |55 [A1) [A2)

= — (@Yt (N] (] o] (1= Pra)?V [ ) o)

"Interaksi sentral (central force) V bersifat invarian terhadap pertukaran partikel:

PioVPL' =V — PV = VP atau [V, Pio] =0 (bukti: PoV PR =VPaPRL =V). (66)
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= Apo Npaine (0) —
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::>

2 /|P12VW}

/\/\/\/\/\

PO NN A (T

| (1= Pi)V [905D) [ A1) [A2)
Pp’ |VW >’)‘1 | A2)

N A [Ag)

Pp’ |VW) >|)\1 |)\2>
*p/"/wjpo >‘)\1 |>\2

—0).

(68)



