Helicity dan Operator Rotasi

1 Helicity

Seperti semua momentum angular, besaran spin ditunjukkan oleh nilainya s (s = panjang vektor
spin S) dan salah satu komponennya, biasanya komponen z S, (sumbu z menjadi sumbu kuan-
tisasi spin). Untuk menghitung nilai spin dipakai operator S%. Operator S? dan S, memiliki

eigenstate bersama |s\), yang memenuhi persamaan eigenvalue (h=c =1):

S?|sA) = s(s + 1)|sA) (1)
S.|sA) = AlsA) . (2)

Orthogonality dan completeness relation |sA):

(s'N[sA) = bg50xx (3)
D IsA)(sAl = 1. (4)
5y
Untuk selanjutnya, sumbu kuantisasi z dicantumkan secara eksplisit, yaitu S, — S -z dan
|sA) — |zs)\), sehingga Eq. (2) dapat ditulis:
(S-2z)|zs\) = \|zsA) . (5)

Sebagai sumbu kuantisasi dapat dipilih selain sumbu z. Untuk partikel yang bergerak dengan
momentum linier p, arah momentum p dapat dipilih sebagai sumbu kuantisasi. Komponen spin
S pada arah p, yaitu S - p, disebut helicity. Helicity S - p memiliki eigenstate |psA), yang juga
merupakan eigenstate S%:

S%|psA) = s(s + 1)[psA) (6)
(S-D)IPsA) = AlpsA) . (7)

Orthogonality dan completeness relation |psA):

(PS'N[PsA) = dg50nx (8)
> [PsA)(psA| = 1. (9)
sA

Perhatikan bahwa |ps\) bukan eigenstate S, dan sebaliknya |zsA) bukan eigenstate S - p.



2 Operator rotasi

Helicity S - p dan S, keduanya komponen spin yang sama S, namun berbeda sumbu proyeksi.
Demikian pula, |[psA) dan |zs)\) eigenstate operator spin yang sama S?, namun berbeda sumbu
kuantisasi. |ps\) dapat diperoleh dengan memutar |zs)), demikian pula S - p dapat diperoleh
dengan memutar S,, menggunakan operator rotasi Rs(p) (label s menunjukkan bahwa rotasi

terjadi di ruang spin):

[PsA) = Ry(p)|zsA) (10)
Ry(p)S-R."(p) = Ry(P)(S-2)R; ' (P), (11)

dengan R;'(p) = RS (p). Operator R,(p) merupakan operator unitary:

R.(p)R,(p) = R, (P)R.(P) =1, (12)

sehingga:
RN (D)|psA) = R (D)Rs(D)|2s)) = |2s)) (13)
R7Y(D)(S-P)R.(P) = R, (P)R«(D)(S - 2) R (D) Rs(P) = (S - 2). (14)

Eq. (7) dapat diperoleh dari Eq. (2), dan sebaliknya, juga dengan menggunakan operator R(p):

(S-2)|zs\) = A|zs))

— Ry(P)(S - 2)[zsA) = Ry(P)A[2sA)

= Ry(P)(S - 2)[zsA) = ARs(p)[2sA)

— Ry(D)(S - 2) R, (D) Ro(D)|25\) = AR, (D)|25)\)
— (S P)[PsA) = AlpsA) (15)

(16)

Pada suatu proses rotasi, bayangkan ada sumbu rotasi n dan terhadap sumbu rotasi tersebut
dilakukan rotasi sebesar sudut 6, sesuai aturan tangan kanan. Operator Rs yang sesuai dengan

rotasi tersebut adalah:
Rs — e*i@S-fl7 (17>
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Rotasi tunggal tersebut dapat diganti dengan tiga rotasi berurutan dengan sudut yang sesuai:
(1) terhadap sumbu z sebesar sudut «, (2) terhadap sumbu y’ (sumbu y baru setelah rotasi
pertama) sebesar sudut 3, (3) terhadap sumbu z” (sumbu z baru setelah 2 rotasi sebelumnya)

sebesar sudut . Operator 3 rotasi ini:
Rs(&ﬂ’}/) — e—msz,,e—wsy,e—msz ) (18)

Namun, tiga rotasi tersebut dapat diganti dengan tiga rotasi berurutan, yang semuanya berlaku
terhadap sumbu koordinat awal, sehingga evaluasinya lebih mudah, yaitu (1) terhadap sumbu z
sebesar sudut v, (2) terhadap sumbu y sebesar sudut /3, (3) kembali terhadap sumbu z sebesar

sudut a:

RS(Q/B’Y) — e—i'ySzue—iBSyle—iaSz

— e*iaszefiﬂsyefivsz ) (19)

Tiga sudut «, 8, v pada operator rotasi tersebut disebut sudut Euler. Elemen matriks R (c/37)

dalam basis |zs)) adalah:

Din(aBy) = (2sX|Rs(apv)|zs))

= (25N |e 5z =115z | 35))
= (emsZisX|e_wSye_”SZ ZSA)

= (M5 N e PSem N |z5)\)

= e_i’\lo‘<is/\’|e_wsy |Zs\)e ™™

= e N, (B)e™ (20)
a(B) = (zsN[e™P%|zs)) . (21)

Diperoleh bahwa d3,,(f) bernilai real. Contoh, untuk s = %:

8 o B
1 COS 5 S1n bl
@ (ﬁ) ( sin?  cos® > ‘ (22>
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Untuk keperluan rotasi pada Egs. (10) dan (11) (z — p) diperlukan cukup hanya 2 rotasi (2
sudut Euler). Jika arah p dalam koordinat bola dinyatakan dengan sudut 6 dan ¢, dua rotasi
tersebut: (1) terhadap sumbu y sebesar sudut 6 dan (2) terhadap sumbu z sebesar sudut ¢,
sehingga:

Ry(p) = Ry(600) = ¢~i9-¢=105 (23)

Diperoleh proyeksi |psA) pada |zsA):
(zsN'|psA) = (zsN|Rs(¢00)|zs\)
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= D31 (¢00)
= (25N |e” 1952710575 ))
= e V(25N e 5 |zs))

- e_iA/d)di/)\ (9)

dan elemen matriks S - p dalam basis |zs\) (gunakan Egs. (7), (9)), dan (24):

(2sN|S - Plash) = Y (2sN|S - p|psA”) (ps)\|zs))

)\Il

= N(2sN|ps\”) (psA|zsA)
)\//

= MN(2sN|ps)”) (zsA[ps))”
)\//

= Z )\/,€_i>\/¢d§1>\// (e)ei)\qﬁdi)\” (9)

)\Il

= Ne NS, (0) 3 (6)
A//

(24)

(25)

Untuk s = 3, M, A\ = +5. Dengan kata lain, A = £5 dan X’ = . Diperoleh (lihat Eq. (22)):

1
<2—X
2

1
p—\
b))

S-p

A~ 1 /
<Z§)\

)\//

1 —i(\ — S s 1 —i(N — S S

= 56 (x )\)(z)dxé(e)d/\% (9) - 56 @ A)quA/’_% (Q)d%_%(e)
1 —i(\ — S S s S

— 56 ()\ /\)¢ |:d)\,%<0)d)\%(0) — d)\,77%(0)d)\77%(0):|
]_ i\ — s s S S

— e Lo [d, 00t 0) — 451 (0)d; 5 (0)]
+0x,-x [diké(e)dié(e) —d2, _1(0)d} _%(9)} }

= 1e_i()‘,_k)‘z’ X0y | cos? Q — sin? Q + 0y _y2sin = cos —
2 A 2 2 V=2 2

_ e_z'Xaﬁdi,)\(Q)
— NG [5/\,)@;)\(0) + (5,\/,7,\di>\>\(6)}

) 0 0
= 6_1)\ ¢ |:6)\/)\ COS 5 + 2)\5)\/’_)\ sin 5

L1 n_—i(N — S S
Z§)\> = Z)\ € (A Aybd}\/)\//(@)d}\)\//(&)

| Y
= 56’1()‘ —A¢ {2X\0)r cos 0 + 6y _psinb} .



